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Andrzej Daszke

Pomorska Liga Edukacyjna )
EDYCJA 2024/25 WYZWANIEM DLA MATEMATYKOW

W dobie, gdy nauki $ciste zyskujg na znaczeniu,
niezwykle budujace jest obserwowanie, jak mtode po-
kolenie z zapalem podchodzi do wyzwan intelektual-
nych. Przykladem tego typu dziatan jest tegoroczny
konkurs matematyczny w ramach Pomorskiej Ligi
Edukacyjnej (PLE), ktoéry odnotowat rekordowsa fre-
kwencje, zapraszajac wielu ucznidow spragnionych ma-
tematycznych zmagan. To nie tylko swiadectwo rosna-
cego zainteresowania ,.krolowa nauk”, ale takze dowod
na to, ze dla wielu mtodych ludzi matematyka to co$
wigcej niz szkolny przedmiot — to fascynujace wyzwa-
nie, pasjonujaca tamigtowka i klucz do zrozumienia
otaczajacego ich $wiata.

Dla uczestnikéw konkurs ten byl prawdziwym
sprawdzianem wiedzy, logicznego myslenia i kreatyw-
nosci. Zmagania z nieszablonowymi zadaniami, wy-
magajacymi czgsto wyjscia poza utarte schematy poka-
zaly, ze wspodtczesni uczniowie sg gotowi podejmowac
trud i czerpa¢ satysfakcje z pokonywania wilasnych
ograniczen. Ta ch¢¢ mierzenia si¢ z trudno$ciami jest
niezwykle obiecujacym sygnalem na przysztos¢, pod-
kresla bowiem niezbywalne znaczenie matematyki
w rozwoju, zarowno indywidualnym, jak i spolecznym.

Do etapu kwalifikacyjnego ze wszystkich konkur-
sow PLE przystapito 3749 0s6b ze szkot podstawowych
1 1386 ze szkot ponadpodstawowych. W zmaganiach
konkursowych z matematyki startowato 1605 uczniow.
Ponizej zostanie przytoczonych kilka uwag i dygresji
na temat zadan konkursowych z etapu powiatowego
1 wojewodzkiego dla szkot ponadpodstawowych wraz
z tre$cig wybranych zadan.

SZKOLY PONADPODSTAWOWE

ETAP POWIATOWY

Zadanie 2

W zbiorze liczb rzeczywistych rozwigz rownanie:

(x+3)x+1Dx-3)(x—-5)+20=0

Przez odpowiednie grupowanie nawiasow i zastosowa-

nie wzoru skréoconego mnozenia mozemy to rownanie

doprowadzi¢ do postaci: (x? — 2x — 9)% = 16

A stad mamy juz dwa proste rownania kwadratowe.
Niektore osoby dobrze sobie radzily tez z rozkta-

dem na iloczyn wielomianu, ktory jest po lewej stronie

danego rownania. Ale znalazly si¢ tez takie, ktore za-

stosowaly dziwng zalezno$¢. Obliczyty pochodna tego
wielomianu
fX)=C+3)x+1)(x—-3)(x—=5)+20

= x* — 4x3 — 14x% + 36x + 65)

i jej miejsca zerowe. Wyszto 1,

1-v10i1++10

Poniewaz powtarzata si¢ liczba 1, wigc zastoso-

waly podstawienie  f(x +1) = x* —20x? + 84 .

Miejscami zerowymi otrzymanej funkcji sa

+v6 i +V/14. Wniosek za$ z tego miat byé taki, ze

miejscami zerowymi funkcji ' (x) sg zatem
1++6i1++/14, co akurat jest zgodne z prawda.

Ale czy to rzeczywiscie dziala, czy tylko wyszto tak

przypadkowo?

Wezmy ogdlng sytuacje zgodng z opisang powyzej. Po-

trzebna nam jest funkcja

f(x) = x* — 4ax® + (6a% — 2b)x? + (4ab — 4a3)x

+ a* + ¢, gdziea,b,c ER,a # 0ic > 0.

Jej pochodna to

f'(x) = 4x3 — 12ax? + (12a? — 4b)x + 4ab — 4a3,
Jej miejscami zerowymisa a, a — Vb ia + Vb , (oczy-
wiscie najpierw tworzymy wielomian, ktory ma takie
miejsca zerowe, a potem korzystajac z catkowania
tworzymy wielomian f). Powtarza si¢ liczba a, wiec
robimy podstawienie

f(x+a) = x* - 2bx* +3a* + 2a%b — 3a% —c.
Wyglada obiecujaco — zawsze otrzymamy wielomian
dwukwadratowy, wiec nigdy nie begdzie problemu

Z wyznaczeniem jego miejsc zerowych. Miejscami ze-
rowymi otrzymanego wielomianu sg

+vb —Vw i b + vw, gdzie
w=b?—3a* - 2a%’bh+3a*>—-c>0.

Mialoby stad wynika¢, ze miejscami zerowymi wielo-
mianu - f(x)sgatvb—+Vwiatyb+Vw
Ale(x—a+\/b—\/W)(x—a+\/b—\/W)(x—a
+ b+\/W)(x—a+ b+\/W) =x* —4ax3 +
(6a? — 2b)x? + (4ab — 4a®)x + 4a* — 3a® + ¢
jest rowne wielomianowi
f(x) tylko, gdy 4a* — 3a? = a*czyligdy a = +1.

W podanym zadaniu mielismy a = 1 i dlatego za-
stosowana procedura data poprawny wynik, ale to tyl-

ko przypadek. Zagadka pozostaje, czy uczniowie wpa-
dli na to sami, czy gdzies to zobaczyli?
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Zadanie 3

W ogrodzie zakwitly trzy krzewy w kolorach biatym,
z6ltym 1 czerwonym. Liczba wszystkich kwiatow na
krzewach byta 2 razy wigksza od liczby kwiatow bia-
lych. Po kilku dniach opadto 6 kwiatow 1 wtedy suma
wszystkich kwiatow byta 2 razy wigksza od liczby
kwiatéw zottych. Po kolejnych dniach opadto jeszcze
7 kwiatow 1 wtedy liczby kwiatdw poszczegdlnych ko-
loréow byty najmniejszymi mozliwymi kolejnymi licz-
bami naturalnymi dodatnimi spehiajagcymi warunki
zadania. Ile kwiatéw poszczegdlnych koloréw byto na
krzewach w pierwszym dniu?

Ilosci kwiatow w pierwszym dniu: a biatych, b z6ttych,
¢ czerwonych (a,b,c € N )

Zalezno$¢ migdzy nimi: a=b=c=2aczylib+c =a.
Po kilku dniach:a+b+c¢—6=2(b—x) gdzie x € {0,1,
..., 6} (x — liczba opadtych kwiatow zottych).
Najwigkszym problemem okazata si¢ druga zaleznos¢
— czesto nie uwzgledniano tego, ze wsrdd opadtych
kwiatéw mogly by¢ tez zotte.

Zadanie 5
W prostopadloscianie  ABCDA B ,C,D punkt P jest
srodkiem S$ciany 4DD A, za$ Q $rodkiem $ciany A4
B, C\D,. S jest $rodkiem odcinka BC. Wyznaczy¢ od-
legto$¢ punktu S od odcinka PQ, jezeli wiadomo, ze
AB=2,BC=4iCC =6

Tu najwickszym problemem okazala si¢ sama
odleglos¢. Najczesciej traktowano ja jako wysokosé
trojkata PQS poprowadzong z wierzchotka S, a to nie
zawsze jest prawda. Poniewaz kat przy wierzchotku P
okazat si¢ rozwarty, wiec ta odlegto$¢ nie byta rowna
wysokosci a dugosci odcinka SP. Odlegtos$¢ punktu od
figury, to najmniejsza mozliwa odleglos$¢ tego punktu
od dowolnego punktu tej figury.

ETAP WOJEWODZKI

Zadanie 3

Wyznacz wszystkie funkcje /= R — R, dla ktorych
xf(x) + f(1—x) =x?+x+3 dla kazdego rzeczywistego X.
Wsrod zadan finatlowych najwigkszy problem sprawi-
to to zadanie, cho¢ nie jest ono jakos szczegdlnie ory-
ginalne 1 uczestnicy réznych konkurséw mogli si¢ na
podobne natkng¢. Wystarczy tu w miejsce X wstawié
wszedzie 1 - x 1 w ten sposob otrzymamy uktad réwnan
z niewiadomymi f (x) 1 f (I-x) i , z ktérego bez tru-
du wyznaczymy wzér na f'(x). Potem zostaje juz tylko
sprawdzenie, czy otrzymana funkcja spetnia podane
réwnanie (ogolnie moze si¢ zdarzy¢, ze tak nie bedzie).

Zadanie dodatkowe

Elementem wyr6zniajacym Pomorska Lige Edukacyj-
ng sposrod innych konkursow jest fakt, ze uczniowie
majg przygotowac tzw. zadanie dodatkowe wraz z roz-
wigzaniem. Wsrod licznych propozycji przestanych za-

dan, ktore trafity do organizatorow, szczego6lng uwage
juroroéw przykulo kilka, ktore nie tylko cechowata wy-
soka poprawnos$¢ merytoryczna, ale takze oryginalnos¢
i $wieze podejscie do problemow matematycznych.

Zadania dotyczyly planimetrii, co pokazuje, ze
geometria plaska, mimo swojej pozornie prostej na-
tury, wciaz stanowi bogate zrodto inspiracji i wyzwan
dla mtodych umystoéw. Uczniowie wykazywali si¢ nie-
zwyklg pomystowoscia w tworzeniu zadan, ktére wy-
magaty nie tylko znajomosci twierdzen i wzorow, ale
takze umiejetnosci analitycznego myslenia, kreatyw-
nego rozwigzywania probleméw i wizualizacji prze-
strzennej. Od niebanalnych konstrukcji geometrycz-
nych, przez dowodzenie ztozonych zalezno$ci migdzy
figurami, az po praktyczne zastosowania planimetrii
w codziennym zyciu — nadestane propozycje swiadcza
o glebokim zrozumieniu tematu i pasji do odkrywania
matematycznych zaleznos$ci. To dowdd réwniez na to,
ze uczniowie nie tylko odtwarzaja wiedzg, ale potrafia
ja aktywnie przetwarzac i tworzy¢ co$ nowego.

Sposrod wszystkich nadestanych zadan autorskich,
warto wyr6zni¢ kilka, ktore zwrocity uwage. Ponizej
zostang przytoczone tresci tych zadan wraz z nazwi-
skami ich autorow.

Wit Golyszny (SP 26 Gdynia):

W okregu znajduje si¢ drugi, mniejszy okrag przylega-
jacy z jednej strony do wigkszego okregu, a z drugiej do
jego cigciwy (czyli styczny do cigciwy 1 wewngtrznie
do danego okregu). Ta cigciwa jest $rednicg trzeciego
okregu, ktérego promien jest réznicg promieni pierw-
szego 1 drugiego okregu. Ile razy wiekszy jest promien
pierwszego okrggu od promienia drugiego okregu?

Patryk Iwanicki (SP 12 Gdynia):

O ktorych godzinach wskazoéwki zegara dzielg tarcze
zegara na rowne czes$ci? Wyniki podaj z doktadnoscia
do minut.

Szymon Wojdynski (6 LO Gdynia):

Dany jest trojkat ABC. Punkty D i E sa odpowiednio
srodkami bokéw AB i BC. Proste AE i CD przecinaja
si¢ w punkcie G, a F jest srodkiem odcinka ED. Udo-
wodni¢, ze punkty B, F, G sg wspotliniowe.

Dominika Rusiecka (6 LO Gdynia):

Dwa okregi sa styczne zewngtrznie. Punkt A lezy na
jednym z okrggow i nalezy do wspdlnej stycznej, nato-
miast AB jest $rednicg okregu. Z punktu B prowadzi-
my styczng do drugiego okregu w punkcie M. Wykaz,
7e AB=BM.

Maja Matuszak (SP 2 Czersk).

To zadanie akurat nie jest trudne, ale wyrdznia je wier-
szowana forma:
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Gdy sztorm uderzyl w pelne morze,

Zaglowiec dzielnie stawil w oporze,

Lecz fala wielka, wiatr jak smok

Ztamaty maszt — runagt w bok

Jego czubek wodg musnat

Od podstawy sze$¢ metrow usnat

A maszt wysoki, pickny byt

Osiemnascie metrow w gore I1$nit

Wigc powiedz zeglarzu nim w droge ruszymy

Na jakiej wysokosci maszt si¢ ztamat tej godziny?

Stsiapan Mikhnevich (7 LO Gdansk).

Trojkat ABC jest rownoboczny. Na bokach AB i AC
wybrano punkty E i F, a na przedtuzeniu boku AB wy-
brano punkt K taki, ze AE = CF = BK. Punkt P jest
srodkiem odcinka EF. Udowodnij, ze kat KPC jest ka-
tem prostym.

Moim zdaniem jest to najbardziej wyr6zniajace si¢ za-
danie. Z jednej strony nie jest szczeg6lnie trudne, ale

trzeba wpas¢ na to, jakie odcinki nalezy dorysowac,
aby potem ustali¢ odpowiednie zaleznoS$ci.

Tegoroczny konkurs matematyczny Pomorskiej
Ligi Edukacyjnej to wyrazny dowdd na to, ze matema-
tyka niezmiennie intryguje i przyciaga mtodych ludzi.
Konkurs, z jego czgsto nieszablonowymi zadaniami
— w tym licznymi, inspirujgcymi propozycjami autor-
skimi — pokazat, ze matematyka to dla wielu mtodych
umystow to nie tylko nauka, ale i fascynujaca przygo-
da. W obliczu rosngcego zapotrzebowania na kompe-
tencje $cisle, ta gotowos¢ do podejmowania trudnosci
1 czerpania rado$ci z rozwigzywania problemow jest
sygnatem na to, ze kompetencje matematyczne sg nie-
zbedne 1 konieczne dla przysztych pokolen.

Andrzej Daszke
Ekspert Pomorskiej Ligi Edukacyjnej z matematyki.
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