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NWD i NWW dwóch liczb całkowitych dodatnich  
w zadaniach konkursowych

Liga Matematyczna 
im. Zdzisława Matuskiego 
to wieloetapowy konkurs 
matematyczny organizo-
wany przez Instytut Nauk 
Ścisłych i  Technicznych 
Uniwersytetu Pomorskiego 
w  Słupsku we współpracy 
z  I  Liceum Ogólnokształ-

cącym im. Bolesława Krzywoustego w Słupsku. Liga 
towarzyszy uczniom szkół podstawowych w  dwóch 
kategoriach: klasy IV-VI oraz VII-VIII oraz uczniom 
szkół ponadpodstawowych, od października do kwiet-
nia. Wszyscy, którzy z ogromnej liczby (ponad 1200 
uczestników) dotrą do finału muszą w trakcie konkursu 
rozwiązać 25 różnorodnych nieszkolnych, wyjątko-
wych zadań konkursowych.

W  każdej dziedzinie „trening czyni mistrza”.  
Podobnie jest w  matematyce. Intelektualna przygoda 
z matematyką zaczyna się od małych sukcesów zwią-
zanych z  poprawnym rozwiązaniem zadania. Dopro-
wadzenie zadania do wyniku, zwłaszcza w szkole pod-
stawowej,  wymaga zrozumienia zagadnienia, pomy-
słowości, kreatywności, logicznego myślenia i  wnio-
skowania. Ze względu na wyjątkowe zasady konkursu, 
podczas rozwiązywania zadań etapu domowego można 
korzystać z  pomocy nauczyciela matematyki, rodzi-
ców, rodzeństwa, kolegów, podręczników, zbiorów za-
dań konkursowych.

W  tym artykule prezentujemy rozwiązania kilku 
zadań ligowych z  teorii liczb związanych z pojęciem 
Największego Wspólnego Dzielnika (NWD) i  Naj-
mniejszej Wspólnej Wielokrotności (NWW) dwóch 
liczb całkowitych dodatnich. Wzorowanie się na pre-
zentowanych rozwiązaniach pomoże uczniom we wła-
snych próbach dojścia do wyniku, a nauczycielom da 
wsparcie merytoryczne w pracy z uczniami uzdolnio-
nymi matematyczne.

Na początek kilka definicji
DEFINICJA 1. Mówimy, że liczba całkowita a jest 
podzielna przez liczbę całkowitą b, jeżeli istnieje 
taka liczba całkowita c, że a=bc. Liczbę b nazywamy 
dzielnikiem liczby a, o liczbie a mówimy, że jest 
wielokrotnością liczby b.

DEFINICJA 2. Niech a i b będą liczbami całkowitymi, 
przy czym a i b nie są jednocześnie zerami. Najwięk-
szym wspólnym dzielnikiem liczb a i b nazywamy licz-
bę całkowitą d spełniającą warunki:
1.	 d dzieli a i d dzieli b;
2.	 dla każdej liczby całkowitej c takiej, że c dzieli a 

i c dzieli b zachodzi nierówność c    d.
Największy wspólny dzielnik liczb a i b będziemy 
oznaczać NWD{a, b}.

DEFINICJA 3. Liczby całkowite a i b, które nie są jed-
nocześnie zerami, nazywamy względnie pierwszymi, 
jeżeli NWD{a, b}=1.

DEFINICJA 3. Niech a i b będą liczbami całkowitymi 
różnymi od zera. Najmniejszą wspólną wielokrotno-
ścią liczb a i b nazywamy liczbę całkowitą d spełnia-
jącą warunki:
1.	 a dzieli d i b dzieli d;
2.	 dla każdej liczby całkowitej c takiej, że a dzieli c  

i b dzieli c zachodzi nierówność d    c.
Najmniejszą wspólną wielokrotność liczb a i b będzie-
my oznaczać NWW{a, b}.

Kilka zadań z Ligi Matematycznej
ZADANIE 1 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, 
ćwierćfinał, 2023)
Znajdź wszystkie pary dodatnich liczb całkowitych  
(a, b) takie, że NWD{a, b}=12, NWW{a, b}=432.
ROZWIĄZANIE. Największy wspólny dzielnik 
dodatnich liczb całkowitych a, b jest równy 12, więc 
obie liczby są wielokrotnościami 12. Wobec tego 
a=12a1, b=12b1, gdzie a1, b1 są dodatnimi liczbami 
całkowitymi takimi, że  NWD{a1, b1}=1. Skorzystamy 
teraz z założenia NWW{a, b}=432. Zatem 12a1b1=432. 
Dzielimy równanie stronami przez 12 otrzymując 
a1b1=36. Iloczyn dwóch liczb naturalnych jest równy 
36 w następujących przypadkach: 
1.	 a1=1, b1=36. Wtedy a=12, b=432.
2.	 a1=2, b1=18, ale te liczby nie są względnie pierwsze, 

więc nie spełniają warunków zadania.
3.	 a1=3, b1=12, ale NWD{3, 12}=3, więc te liczby nie 

są względnie pierwsze.
4.	 a1=4, b1=9. Stąd a=48, b=108.
5.	 a1=6, b1=6. Te liczby nie są względnie pierwsze.
Odpowiedź. Warunki zadania spełniają pary dodatnich 
liczb całkowitych (12,432) , (432, 12), (48, 108), (108, 48).
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ZADANIE 2 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII,  
finał, 2023)
Wyznacz takie liczby całkowite dodatnie a, b, że 
NWD{a, b}=8 oraz NWW{a, b}=168.
ROZWIĄZANIE. Niech a i b będą szukanymi 
całkowitymi liczbami dodatnimi. Ponieważ NWD{a, 
b}=8, więc a=8a1, b=8b1, gdzie a1, b1 są liczbami 
całkowitymi dodatnimi takimi, że NWD{a1, b1}=1.  
Z warunku NWW{a, b}=168 wynika, że 8a1b1=168. 
Stąd a1b1=21. Liczbę 21 można przedstawić jako 
iloczyn dwóch liczb całkowitych dodatnich na dwa 
sposoby 1.21 oraz 3.7. Rozważmy każdą z tych 
możliwości:
1.	  Jeżeli a1=1, b1=21, to a=8.1=8, b=8.21=168. 
2.	 Niech a1=3, b1=7. W rezultacie a=8.3=24, b=8.7=56. 
Zauważmy, że nie bierzemy pod uwagę rozwiązań 
symetrycznych (jak w poprzednim zadaniu, bo należało 
znaleźć liczby a, b ( nie pary (a, b), gdzie kolejność w 
parze jest istotna).
Odpowiedź. Istnieją dwa rozwiązania zadania: a=8, 
b=168 oraz a=24, b=56.

ZADANIE 3 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, etap 
szkolny, październik 2024)
Wyznacz takie dwucyfrowe liczby całkowite dodatnie 
a, b, że NWD{a, b}=6, NWW{a, b}=90 oraz a>b.
ROZWIĄZANIE. Niech a i b będą szukanymi 
całkowitymi liczbami dodatnimi dwucyfrowymi. 
Ponieważ NWD{a, b}=6, więc a=6a1, b=6b1,  gdzie 
a1, b1 są liczbami całkowitymi dodatnimi takimi, 
że  NWD{a1, b1}=1. Z drugiego warunku NWW{a, 
b}=90 wynika, że 6a1b1=90. Stąd a1b1=15. Możliwe 
rozkłady liczby 15 na iloczyn dwóch liczb całkowitych 
dodatnich to 15.1 oraz 5.3. W rezultacie 
1.	  a1=15, b1=1, więc a=90, b=6.  To nie jest rozwiązanie 

zadania, bo b nie jest liczbą dwucyfrową.
2.	 Jeżeli a1=5, b1=3, to a=30, b=18. 
Odpowiedź. Warunki zadania spełniają liczby a=30, b=18.

ZADANIE 4 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, 
półfinał 2025)
Wyznacz wszystkie liczby całkowite dodatnie a, b 
takie, że NWD{a, b}=21 oraz ab=6174.
ROZWIĄZANIE. Niech a i b będą szukanymi 
całkowitymi liczbami dodatnimi. Ponieważ NWD 
{a, b}=21, więc a=21a1, b=21b1, gdzie a1, b1 są 
liczbami całkowitymi dodatnimi takimi, że NWD 
{a1, b1}=1. Z założenia iloczyn liczb a, b jest równy 
6174. Zatem 21a1

.21b1=6174 oraz a1b1=14, co rozkłada 
się na iloczyny dwóch liczb całkowitych dodatnich 
1.14 oraz 2.7. Rozważmy obie możliwości:
1.	  a1=1, b1=14, więc a=21, b=294.  
2.	 Jeżeli a1=2, b1=7. W rezultacie a=42, b=147.

Odpowiedź. Warunki zadania spełniają liczby a=21, 
b=294 oraz a=42, b=147.
Analogicznie można rozwiązać 

ZADANIE 5 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, 
finał 2025)
Wyznacz wszystkie liczby całkowite dodatnie a, b 
takie, że NWD{a, b}=21 oraz ab=2700.

ZADANIE 6 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, 
listopad 2018)
Wyznacz wszystkie pary liczb całkowitych dodatnich 
(a, b) takie, że NWD{a, b}=30 oraz a+b=240.
ROZWIĄZANIE. Niech a i b będą szukanymi 
całkowitymi liczbami dodatnimi. Z treści zadania 
NWD{a, b}=30, więc a=30a1, b=30b1, gdzie a1, b1  
są liczbami całkowitymi dodatnimi takimi, że NWD 
{a1, b1}=1. Suma liczb a, b jest równy 240. Zatem  
0a1 +30b1=240, więc a1+b1=8. Ten warunek spełniają 
pary liczb (1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2), (7, 1). 
Ze względu na założenie, że liczby a1, b1 są względnie 
pierwsze, rozwiązaniem równania są pary (1, 7), (3, 
5), (5, 3), (7, 1). Ostatecznie warunki zadania spełniają 
pary liczb (30, 210), (90, 150), (150, 90), (210, 30). 
Odpowiedź. Istnieją cztery pary liczb całkowitych 
dodatnich spełniające warunki zadania: 
(30, 210), (90, 150), (150, 90), (210, 30). 
Można dla ćwiczenia rozwiązać zadanie podobne

ZADANIE 7 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, 
półfinał 2019)
Wyznacz wszystkie pary liczb całkowitych dodatnich 
(a, b) takie, że NWD{a,b}=40 oraz a+b=320.

ZADANIE 8 (szkoła podstawowa, klasy VII-VIII, 
finał 2017)
Ania i Bartek odrabiają pracę domową. Ania ma zna-
leźć najmniejszą liczbę naturalną podzielną przez sześć 
kolejnych liczb nieparzystych, a Bartek – najmniejszą 
liczbę naturalną podzielną przez osiem kolejnych liczb 
parzystych. Czyja liczba będzie mniejsza?
ROZWIĄZANIE. Najmniejsza liczba naturalna 
podzielna przez sześć kolejnych liczb nieparzystych to 
NWW{1, 3, 5, 7, 9, 11}=5.7.9.11=3465. Zatem Ania 
znalazła liczbę 3465.
Najmniejsza liczba naturalna podzielna przez osiem 
kolejnych liczb naturalnych parzystych jest równa 
NWW{2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}=16.7.3.5=1680. Jest 
to liczba uzyskana przez Bartka.
Odpowiedź. Liczba wyznaczona przez Bartka jest 
mniejsza.

ZADANIE 9 (szkoła podstawowa, gimnazjum, gru-
dzień 2007)
Liczby całkowite dodatnie a i b spełniają równość 
NWD{a, b}+NWW{a, b}=a+b. Wykaż, że jedna  
z liczb a, b dzieli drugą. 
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ROZWIĄZANIE. Oznaczmy d=NWD{a, b}. 
Wówczas istnieją względnie pierwsze liczby całkowite 
dodatnie a1 i b1 takie, że a=da1, b=db1. Wtedy NWW{a, 
b}=da1b1. Na mocy założenia NWD{a, b}+NWW{a, 
b}=a+b, więc d+ da1b1=da1+db1. Dzieląc stronami 
przez d otrzymujemy równanie 1+ a1b1=a1+b1, które 
można zapisać równoważnie (a1-1)(b1-1)=0. Ten 
iloczyn jest równy zero wtedy i tylko wtedy, gdy a1=1 
lub b1=1. Wobec tego NWD{a, b}= da1b1=db1=b lub 
NWD{a, b}= da1b1=da1=a. Stąd wniosek, że b dzieli a 
lub a dzieli b.

Mamy nadzieję, że rozwiązania zadań z tema-
tu NWD i NWW dwóch liczb całkowitych dodatnich 
będą nie tylko efektywnym treningiem przed konkur-
sem, ale też źródłem satysfakcji z samodzielnego roz-
wikłania problemów. 

Uczniów zapraszamy do udziału w jubileuszowej 
XXV edycji Ligi Matematycznej w roku szkolnym 

dr Irena Domnik 
Nauczyciel akademicki Instytutu Nauk Ścisłych i Tech-
nicznych Uniwersytetu Pomorskiego w Słupsku. Współ-
organizatorka XXIV edycji konkursu Liga Matematyczna 
im. Zdzisława Matuskiego. Współautorka „Zbioru zadań 
z topologii ogólnej z rozwiązaniami” oraz pięciu tomów 
„Zostań mistrzem matematyki. Zbiór zadań z ligi mate-
matycznej z rozwiązaniami”. 

dr Zofia Lewandowska
Dyrektorka Instytutu Nauk Ścisłych i Technicznych Uni-
wersytetu Pomorskiego w Słupsku. Współorganizatorka 
XXIV edycji konkursu Liga Matematyczna im. Zdzisława 
Matuskiego. Współautorka „Zbioru zadań z topologii 
ogólnej z rozwiązaniami” oraz pięciu tomów „Zostań 
mistrzem matematyki. Zbiór zadań z ligi matematycznej 
z rozwiązaniami”.

2025/2026. Jak zwykle, zaczynamy 15 października 
publikacją pierwszego zestawu zadań domowych. 


