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dr Irena Domnik, dr Zofia Lewandowska

NWD i NWW dwadch liczb catkowitych dodatnich
w zadaniach konkursowych

Liga Matematyczna
im. Zdzistawa Matuskiego
to wieloetapowy konkurs
matematyczny  organizo-
wany przez Instytut Nauk
Scistych i Technicznych
Uniwersytetu Pomorskiego
w Shupsku we wspodtpracy
z I Liceum Ogolnoksztal-
cacym im. Bolestawa Krzywoustego w Stupsku. Liga
towarzyszy uczniom szkot podstawowych w dwoch
kategoriach: klasy IV-VI oraz VII-VIII oraz uczniom
szkot ponadpodstawowych, od pazdziernika do kwiet-
nia. Wszyscy, ktorzy z ogromnej liczby (ponad 1200
uczestnikow) dotra do finatu musza w trakcie konkursu
rozwiaza¢ 25 réznorodnych nieszkolnych, wyjatko-
wych zadan konkursowych.

W kazdej dziedzinie ,trening czyni mistrza”.
Podobnie jest w matematyce. Intelektualna przygoda
z matematyka zaczyna si¢ od matych sukcesow zwia-
zanych z poprawnym rozwiazaniem zadania. Dopro-
wadzenie zadania do wyniku, zwlaszcza w szkole pod-
stawowej, wymaga zrozumienia zagadnienia, pomy-
stowosci, kreatywnosci, logicznego myslenia i wnio-
skowania. Ze wzgledu na wyjatkowe zasady konkursu,
podczas rozwiazywania zadan etapu domowego mozna
korzysta¢ z pomocy nauczyciela matematyki, rodzi-
cOw, rodzenstwa, kolegow, podrecznikow, zbiorow za-
dan konkursowych.

W tym artykule prezentujemy rozwiazania kilku
zadan ligowych z teorii liczb zwiazanych z pojeciem
Najwigkszego Wspdlnego Dzielnika (NWD) i Naj-
mniejszej] Wspdlnej Wielokrotnosci (NWW) dwoch
liczb catkowitych dodatnich. Wzorowanie si¢ na pre-
zentowanych rozwiazaniach pomoze uczniom we wta-
snych probach dojscia do wyniku, a nauczycielom da
wsparcie merytoryczne w pracy z uczniami uzdolnio-
nymi matematyczne.

Na poczatek kilka definicji
DEFINICJA 1. Mowimy, ze liczba catkowita a jest
podzielna przez liczbg calkowita b, jezeli istnieje
taka liczba catkowita ¢, ze a=bc. Liczbg b nazywamy
dzielnikiem liczby a, o liczbie a mowimy, ze jest
wielokrotnoscia liczby b.

DEFINICJA 2. Niech a i b beda liczbami catkowitymi,

przy czym a i b nie sa jednocze$nie zerami. Najwigk-

szym wspolnym dzielnikiem liczb a i b nazywamy licz-

be catkowita d spetniajaca warunki:

1. ddzieliaid dzieli b;

2. dla kazdej liczby catkowitej c takiej, ze c dzieli a
i ¢ dzieli b zachodzi nieréwno$¢ ¢ < d.

Najwigkszy wspolny dzielnik liczb a 1 b bedziemy

oznacza¢ NWD{a, b}.

DEFINICJA 3. Liczby catkowite a i b, ktore nie sg jed-
noczes$nie zerami, nazywamy wzglednie pierwszymi,
jezeli NWD/{a, b}=I.

DEFINICJA 3. Niech a i b beda liczbami catkowitymi

réznymi od zera. Najmniejszg wspolna wielokrotno-

$cig liczb a i b nazywamy liczbg calkowita d speia-

jaca warunki:

1. adzielidib dzieli d;

2. dla kazdej liczby catkowitej c takiej, ze a dzieli c
1 b dzieli ¢ zachodzi nierdéwnos¢ d <c.

Najmniejsza wsp6lna wielokrotnos¢ liczb a i b bedzie-

my oznacza¢ NWW {a, b}.

Kilka zadan z Ligi Matematycznej
ZADANIE 1 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
¢wiercfinat, 2023)

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb caltkowitych

(a, b) takie, ze NWD{a, b}=12, NWW {a, b}=432.

ROZWIAZANIE. Najwigkszy wspolny dzielnik

dodatnich liczb catkowitych a, b jest rowny 12, wigc

obie liczby sa wielokrotno$ciami 12. Wobec tego

a=12a, b=12b,, gdzie a, b, sa dodatnimi liczbami

catkowitymi takimi, z2 NWD{a , b }=1. Skorzystamy

teraz z zatozenia NWW {a, b}=432. Zatem 12a b =432.

Dzielimy rownanie stronami przez 12 otrzymujac

a,b=36. lloczyn dwoch liczb naturalnych jest rowny

36 w nastgpujacych przypadkach:

1. a=1,b=36. Wtedy a=12, b=432.

2. a=2,b=18,alete liczby nie sa wzglednie pierwsze,
wigc nie spelniaja warunkow zadania.

3. a,=3,b =12, ale NWD{3, 12}=3, wigc te liczby nie
sa wzglednie pierwsze.

4. a=4,b=9. Stad a=48, b=108.

5. a,;=6, b =6. Te liczby nie sa wzglednie pierwsze.

Odpowiedz. Warunki zadania speliaja pary dodatnich

liczb catkowitych (12,432) , (432, 12), (48, 108), (108, 48).
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ZADANIE 2 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
finat, 2023)

Wyznacz takie liczby catkowite dodatnie a, b, ze
NWD¢{a, b}=8 oraz NWW{a, b}=168.
ROZWIAZANIE. Niech a i b beda szukanymi
catkowitymi liczbami dodatnimi. Poniewaz NWD({a,
b}=8, wigc a=8a, b=8b, gdzie a, b, sa liczbami
catkowitymi dodatnimi takimi, ze NWD{a, b }=1.
Z warunku NWW {a, b}=168 wynika, ze 8a b =168.
Stad ab=21. Liczb¢ 21 mozna przedstawi¢ jako
iloczyn dwoch liczb catkowitych dodatnich na dwa
sposoby 121 oraz 3-7. Rozwazmy kazda z tych
mozliwosci:

1. Jezelia=1,b =21, to a=8-1=8, b=8-21=168.

2. Niecha =3,b =7. Wrezultacie a=8-3=24, b=8-7=56.
Zauwazmy, ze nie bierzemy pod uwage rozwiazan
symetrycznych (jak w poprzednim zadaniu, bo nalezato
znalez¢ liczby a, b ( nie pary (a, b), gdzie kolejnos¢ w
parze jest istotna).

Odpowiedz. Istnieja dwa rozwiazania zadania: a=8,
b=168 oraz a=24, b=56.

ZADANIE 3 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII, etap

szkolny, pazdziernik 2024)

Wyznacz takie dwucyfrowe liczby catkowite dodatnie

a, b, ze NWD{a, b}=6, NWW {a, b}=90 oraz a>b.

ROZWIAZANIE. Niech a i b beda szukanymi

catkowitymi liczbami dodatnimi dwucyfrowymi.

Poniewaz NWD{a, b}=6, wigc a=6a, b=6b , gdzie

a, b, sa liczbami catkowitymi dodatnimi takimi,

ze NWDf{a, b }=I1. Z drugiego warunku NWW{a,

b}=90 wynika, ze 6a b =90. Stad a b =15. Mozliwe

rozktady liczby 15 na iloczyn dwoch liczb catkowitych

dodatnich to 151 oraz 5-3. W rezultacie

1. a=15,b=1,wigca=90,b=6. Toniejestrozwiazanie
zadania, bo b nie jest liczba dwucyfrowa.

2. Jezelia =5, b =3, to a=30, b=18.

Odpowiedz. Warunki zadania spelniaja liczby a=30, b=18.

ZADANIE 4 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
potfinat 2025)

Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie a, b
takie, ze NWD{a, b}=21 oraz ab=6174.
ROZWIAZANIE. Niech a i b begda szukanymi
catkowitymi liczbami dodatnimi. Poniewaz NWD
{a, b}=21, wigc a=2la, b=21b,, gdzic a, b, sa
liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze NWD
{a,, b,}=1. Z zalozenia iloczyn liczb a, b jest rowny
6174. Zatem 21a,-21b =6174 oraz a b =14, co rozktada
si¢ na iloczyny dwoch liczb catkowitych dodatnich
1-14 oraz 2'7. Rozwazmy obie mozliwos$ci:

1. a=1,b=14, wigc a=21, b=294.

2. Jezelia=2,b=7. W rezultacie a=42, b=147.

Odpowiedz. Warunki zadania spetniaja liczby a=21,
b=294 oraz a=42, b=147.
Analogicznie mozna rozwiazaé

ZADANIE 5 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
finat 2025)

Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie a, b
takie, ze NWD{a, b}=21 oraz ab=2700.

ZADANIE 6 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
listopad 2018)

Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich
(a, b) takie, ze NWD{a, b}=30 oraz a+b=240.
ROZWIAZANIE. Niech a i b beda szukanymi
catkowitymi liczbami dodatnimi. Z tresci zadania
NWD/{a, b}=30, wigc a=30a,, b=30b, gdzie a, b,
sa liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze NWD
{a, b }=1. Suma liczb a, b jest rowny 240. Zatem
0a, +30b,=240, wigc a +b =8. Ten warunek spelniaja
pary liczb (1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6,2), (7, 1).
Ze wzgledu na zatozenie, ze liczby a , b, sa wzglednie
pierwsze, rozwiazaniem réwnania sa pary (1, 7), (3,
5), (5, 3), (7, 1). Ostatecznie warunki zadania spetniaja
pary liczb (30, 210), (90, 150), (150, 90), (210, 30).
Odpowiedz. Istnieja cztery pary liczb catkowitych
dodatnich spetniajace warunki zadania:

(30, 210), (90, 150), (150, 90), (210, 30).

Mozna dla ¢wiczenia rozwiaza¢ zadanie podobne

ZADANIE 7 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
potfinat 2019)

Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich
(a, b) takie, ze NWD{a,b}=40 oraz a+b=320.

ZADANIE 8 (szkota podstawowa, klasy VII-VIII,
finat 2017)

Ania i Bartek odrabiaja prace domowa. Ania ma zna-
lez¢ najmniejsza liczbe naturalng podzielng przez szesé¢
kolejnych liczb nieparzystych, a Bartek — najmniejsza
liczbe naturalna podzielna przez osiem kolejnych liczb
parzystych. Czyja liczba bedzie mniejsza?
ROZWIAZANIE. Najmniejsza liczba naturalna
podzielna przez sze$¢ kolejnych liczb nieparzystych to
NWW{1, 3, 5, 7,9, 11}=5-7.9-11=3465. Zatem Ania
znalazta liczbe 3465.

Najmniejsza liczba naturalna podzielna przez osiem
kolejnych liczb naturalnych parzystych jest réwna
NWW {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}=16-7-3-5=1680. Jest
to liczba uzyskana przez Bartka.

Odpowiedz. Liczba wyznaczona przez Bartka jest
mniejsza.

ZADANIE 9 (szkota podstawowa, gimnazjum, gru-
dzien 2007)

Liczby catkowite dodatnie a i b spetniaja rownosc
NWD{a, b}+NWW{a, b}=atb. Wykaz, ze jedna
z liczb a, b dzieli druga.
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ROZWIAZANIE. Oznaczmy d=NWD{a, b}.
Woéweczas istnieja wzglednie pierwsze liczby catkowite
dodatnie a ib, takie, ze a=da , b=db,. Wtedy NWW {a,
b}=dab. Na mocy zalozenia NWD{a, bj+NWW {a,
b}=atb, wigc d+ dab=da+db,. Dzielac stronami
przez d otrzymujemy rOéwnanie 1+ ab =a +b, ktore
mozna zapisa¢ rownowaznie (a-1)(b-1)=0. Ten
iloczyn jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy a =1
lub b =1. Wobec tego NWD{a, b}= da b =db =b lub
NWD/{a, b}= da b =da =a. Stad wniosek, ze b dzieli a
lub a dzieli b.

Mamy nadziej¢, ze rozwiazania zadan z tema-
tu NWD i NWW dwoch liczb catkowitych dodatnich
beda nie tylko efektywnym treningiem przed konkur-
sem, ale tez zrodtem satysfakcji z samodzielnego roz-
wiktania problemow.

Ucznidow zapraszamy do udziatu w jubileuszowej
XXV edycji Ligi Matematycznej w roku szkolnym

2025/2026. Jak zwykle, zaczynamy 15 pazdziernika
publikacja pierwszego zestawu zadan domowych.

dr Irena Domnik

Nauczyciel akademicki Instytutu Nauk Scistych i Tech-
nicznych Uniwersytetu Pomorskiego w Stupsku. Wspot-
organizatorka XXIV edycji konkursu Liga Matematyczna
im. Zdzistawa Matuskiego. Wspétautorka ,,Zbioru zadan
z topologii ogdlnej z rozwigzaniami” oraz pieciu tomdéw
»Zostan mistrzem matematyki. Zbiér zadan z ligi mate-
matycznej z rozwigzaniami”.

dr Zofia Lewandowska

Dyrektorka Instytutu Nauk Scistych i Technicznych Uni-
wersytetu Pomorskiego w Stupsku. Wspétorganizatorka
XXIV edycji konkursu Liga Matematyczna im. Zdzistawa
Matuskiego. Wspotautorka ,Zbioru zadan z topologii
ogolnej z rozwigzaniami” oraz pieciu tomoéw ,Zostan
mistrzem matematyki. Zbior zadan z ligi matematycznej
z rozwigzaniami”.

Przez 25

Matematyczne;j.

Jubileusz Ligi Matematycanej

W roku akademickim 2025/2026 LIGA MATEMATYCZNA IM. ZDZIStAWA
MATUSKIEGO odbedzie sie po raz DWUDZIESTY PIATY.

lat byliSmy swiadkami
intelektualnych zmagan z trudnymi, a czasem przewrotnymi zadaniami konkursowymi,
wspaniatych sukceséw i gorzkich porazek. Spotykalismy sie z entuzjastami
matematyki, logicznego myslenia i poprawnego matematycznego wnioskowania.

Od 25 lat nie przestajg nas zadziwia¢ Wasze PIEKNE UMYStY, kreatywnos¢, determinacja, pracowitos¢
i systematycznos¢. W kazdym roku szkolnym Liga towarzyszy Wam od pazdziernika do kwietnia.
A mimo trzech etapéw: domowych, pétfinatu i finatu z kazdym rokiem przybywa uczestnikéw ligowych
zmagan i szkét deklarujacych swdj udziat. W roku 2024/2025 byto Was az 1262 - najwiecej w historii Ligi.

Ten wyjatkowy JUBILEUSZ obecnosci konkursu w zyciu naukowym ucznidw, nauczycieli i rodzicéw
przede wszystkim regionu stupskiego, ale réwniez innych zakatkéw Polski, chcielibysmy uczci¢
wyjatkowa publikacja. Dlatego chcemy Was, Byli i Obecni Uczestnicy, prosi¢ o refleksje, wspomnienia,
wrazenia z udziatu w konkursie, anegdoty czy zapamietane niezwykte sytuacje. ChcielibySmy sie
dowiedzie¢, czy i jaki wptyw na Wasze pdzniejsze wybory kierunku studiéw, drogi zawodowej miat
udziat w Lidze, czego Was nauczyta ta szlachetna rywalizacja, jakie uczucia towarzyszyty Wam podczas
konkursu. Prosimy tez Was, drodzy Nauczyciele i Rodzice napiszcie, dlaczego tak konsekwentnie
i z poswieceniem kibicujecie Waszym Uczniom i Dzieciom.

Oczekujemy na Wasze wspomnienia i refleksje do konca pazdziernika 2025 roku (prosimy
o przestanie na adres irena.domnik@upsl.edu.pl). Autoréw zapraszamy na Gale XXV edycji Ligi

rozwoju wielu matematycznych talentow,

Komitet Organizacyjny Ligi Matematycznej
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